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SOLUTION - SERIE N°3
Théoréeme de Gauss

EXO-1

1°) Calculons le champ électrostatique créé en un point M , par application du théoreme de Gauss :
a) Lorsque M se trouve a l’intérieur du cylindre : r <R 74

Par symetrie, le champ est radial, et ne peut dépendre en un point Fil infini : d§B

M que de la distance r (r <R ). Nous écrirons : E;; = Eipe (7).
Appliquons le théoréme de Gauss a un cylindre de hauteur h, d’axe Oz  Cylindre
et de rayon r, passant par M ot ’on veut calculer le champ. Ce cylindre — de Gauss
fermé a ses extrémités par deux bases circulaires constitue la surface
de Gauss.

Le théoreme de Gauss s écrit

N\

= -y

Cylindre )
_ Bo4s = 2 Gint infini -~ N}\ .
¢ - S int- - £ \ ’[ dSL

Chague élément de surface dS; de chacune des bases est normal au champ Ey,; 7
et la contribution des bases au flux sortant est donc nulle. En chaque point de la surface dSg

latérale, E;,,; et dS; sont colinéaires (Emt // dSL) , et E;,; a une valeur constante.

S, = Surface Latérale (»b = 2¢SB + ¢SL = ¢SL
Sg = Surface de Base
bs, = Eine ﬁg dS, = Ey S|, = Ey 21rh
S

Y'gint constitue la somme des charges intérieures contenues dans la surface latérale du cylindre de
Gauss,
Donc : Yginn=4h.

Il vient alors :

= 2 Lint Ah A
6= FoudS == o B 2mrh =0 = B = 3o

b) Lorsque M se trouve a l’extérieur du cylindre (r >R ) :
Les conditions de calcule répondent exactement a ceux du (a).

AZ
. = > Fil infini : -
Champ radial, et ¢ps, = 0 (Eexe L Sp ). Cylindre | I dSg
infini gy« S .
Eext # dSL = Eext SL = Eext 2nrh A /’ - e & \\ Eext
s Cylindre ﬂ 0TS YT ;.
Y gint = Charge du fil + Charge du cylindre de Gauss A N sapet g
> |
Donc Y qine =Ah+¢odS=Ah+0S=A1h+d2nRh |—_,: | r _J
1 1
Z Qint = A h+ 02nRh = (A1 + 2noR)h h : . I
RN YE
. , . I N R
Finalement on peut écrire : : | ‘\:\Eext
- S X Qint (A+2moR) h 112-- ‘::‘3\
¢=# E,..dS= & By 2nrh = —— """ O YY) s
s & € _\\::: i oandl '
. (A+2moR) > Eext
Dot I Egyt = W dSg
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EXO-2

1°) Détermination du champ électrostatique E( r ) en tout point de I’espace
Etant donné la symétrie du probléme, le champ est manifestement radial.
a)1*cas: r < Ry Sphere
.Le flux @ sortant de la sphere de Gauss est : de Gauss

@ = Ey () Sg = Ey (1) 4m°

La charge intérieur a la sphére de Gauss est :
T

r

Zqint = fp(r) dV = f ar.4nr’dr = anr?

0 0
On aura donc :

amrt ar?
E 4 2 = —3 E =
1(r)amr & 1(M) e,
b) 2™ cas: Ri<r<R;
@ =E, () Sg = E, (r) 4m*
La charge intérieur a la sphére de Gauss est :
Ry Ry

Z Qint = f p(r)dV = f ar.4nridr = a w R}
i 0 0
Il vient :

0) 3™ cas: r >R,

b =F3 (r) Sec =E3 (I") 47[1/'2

La charge intérieur a la sphere de Gauss est :
Y Qint = qr, + qr, = a TRT + fORzadS =amn R} +af0R28m‘dr

= a R} + 4noR5 = n(a R} + 40R%)
Finalement :

m(a R} + 40R? a R¥ + 40 R?

(a R} 3) = B,y = 25 7
EO 4‘ 80 TZ
Representation graphique de E(r ) :

E(r)T

Es(r)4nr? =

\___—E(=f0

Ea(1) =1(1)

Ex(Rp = === =7 o .l Eo( 1) = (1)
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Remarquons en particulier que E( r ) est continu dans tout [’espace, en particulier pour r < Ry ; ou ’'on
constate que E1(R1) = Ex(R1), ce fait est général en présence d’une distribution volumique de charges ;
les discontinuités de E( r ) apparaissent en présence d 'une distribution superficielle de charges, E2(R»)
# E3(R2)

2°) Détermination du potentiel électrostatique V( r ) en tout point de I’espace :

En utilisant la linéarité du gradient on peut écrire : E=- g_mEEV.

Le champ E étant radial, ceci nous permet d’écrire -

av(r
E(r) = —% — dV(r) = —E(r) dr = V() = —fE(r) dr
a)1*®cas: r > R,
a R} + 40R? a R +40R2\ dr [(aR{+40R3\1
Vg(r)——ng,(r)dr——der——f 4—80?_ 4—20; Cl

Pour r=wonaV3(w)=0=0=0+C,=C1=0.Dou:
a RT + 40R3
degr

V3(r) =

b) 2™ cas: Ri<r<R,

a R} a R\ dr a RH 1
Vz(r)——]Ez(r)dr——j480r2dr——f<480 72\ 74 ;"‘Cz

Nous allons déterminer la constante C,, en exprimant la continuité de V(r ) pour r = R, ; cette

condition de continuité se traduit en écrivant :

V(R = V(R a R} 1+C a R} + 40R3 c oR, .
= - B — = = = —_— H
2%2) = Vsl 4ey )Ry, T 2T 4Ry 27T, 4
a Rf OR,
V. =
2(1) 4 ¢, &
c)3*™cas: r < Ry
ar? ard
Vl(r)=—jEl(r)dr=—f4—godr=—1280+(f3
Pour le calcul de Cs, on utilise les mémes conditions que celles affichées au 2°™ cas, mais pour r = R; :
a R3 a Rt oR, a R} + 30R,
Vi(Ry) =V,(Ry) = — = :C=—;d/\:
1(Ry) 2(Ry1) 12 & + (3 4y R, + £ 3 3¢, ou
ar® aR}+30R,
V,(r) = - +
1) =17 3¢,
Représentation graphique de V(r) :
P +3 o (r)=1(r)
a R{ + 30R, Vi(r) =1(r
V,(0) = ——————=
1(0) s —

Vi(Ry) = Vo(Ry) =

a RT + 40R3 |
4 &R, |

|
O 3 R R r

Vs(Rz) = Vz(Rz) =
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On remarque que, dans ce cas, le potentiel est continu en dépit de la présence d’une couche
superficielle de charges qui entrainait une discontinuité du champ.

EXO-3

1°) Calcule du champ électrostatique produit par un plan infini en tout point de I’espace, en utilisant
le théoreme de Gauss :

Pour calculer le champ électrostatique produit par un plan infini, nous allons me

considérer une surface de Gauss constituée par un tube de champ NI Tube de
N s champ

perpendiculaire au plan, et fermé par deux éléments de surface AS red

paralléles au plan et symétriques par rapport a celui-ci. ET TE

Donc : Sgauss = Statérale + 2 A4S

Les lignes de champ sont perpendiculaires au plan. Le sens de E

Change lorsque [’on traverse le plan chargé.

—

® = dg +2dpg = E.S; = E(S, +245) =E.S, + E.245

mais ®g = E. QL =0carE L §L; donc : E.§G = 2E.2S
or:E// AS=ES;,=2EAS SV VE
de l'autre coté on a . ), qipy = 0 4S
Le théoreme de Gauss s’écrit alors
o AS o
2E AS = = |E = —
o 2 &

Nous retrouvons un résultat identique a celui de la 3°™ question de I'exercice 3 de la série 2.

2°) Détermination du champ électrostatique engendré par deux plans infinis perpendiculaires, et de
densités de charges respectives o et 2c.

Soit El le champ créé par le plan de densité o, et soit Ez Le champ créé par le plan de densité 2o.

Le champ total créé par les deux plans sera alors :

E=E +E,=E= /E12+E22
- G G = G5 (2
J\2¢g, 25/  [\2¢ &

Finalement: | E =




